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Wizualizacja procesow dyskontowania

Wprowadzenie

Dyskontowanie interpretuje si¢ jako operacj¢ zamiany biezacych warto$ci pieni¢znych na
tzw. wielkosci obecne, przypisane ustalonej dacie kalendarzowe;j. Interpretacje wspiera sig nie-
kiedy ilustracjami, lecz te nie sa pozbawione bledéw. Najmniej fortunne jest za$ to, ze nie uwy-
puklaja faktu najwazniejszego, a mianowicie zwiazku z rzutowaniem, czyli z projekcja.

Prezentowanym ilustracjom postanowiono przyjrze¢ si¢ doktadniej. W niektorych przy-
padkach mozna dopatrze¢ si¢ obecno$ci rzutowania, lecz o wilasnos$ciach preferowanych
przez matematykow i inzynieréw. Sugeruje si¢ wigc, ze jesli trzeba méwié o projekeji, to
nalezy uwzglednia¢ wylacznie projekcj¢ prostopadia, okreslang tez jako ortogonalna lub
planimetryczna. Przekonamy sig, ze sugestie te sa po prostu bledne, a rzutowaniem wiasci-
wym jest projekcja perspektywiczna.

W pracy wykazano, ze dyskontowaniu prostemu odpowiada perspektywa liniowa. W
odniesieniu do dyskontowania sktadanego sformutowano za$ hipotezg o istnieniu powiaza-
nia z perspektywa nieliniowa. Podkreslono jednoczesnie, ze obrazy perspektywiczne szcze-
gblnie nadaja si¢ do weryfikacji. Moga 1 powinny wigc uzupeti¢ skomplikowane formutly
oraz dhugie kolumny obliczen. Za pomoca pogladowych przyktadow dowiemy si¢ tez, jak
nalezy postugiwa¢ si¢ obrazami perspektywicznymi, by stwierdzié, czy sa realne oraz czy
zawarte w nich informacje nie sa zafalszowane.

Uplyw czasu oraz wartos¢ pieniadza

Podkresla sig, ze jesli uwzglednimy odmienne chwile, to nominalnie identyczne kwoty
pienig¢zne nie moga posiadac¢ identycznych wartosci uzytkowych. Oznacza to, ze 100 zt z
chwili obecnej jest warte wigcej niz 100 zt z chwili przysztej. Wraz z uplywem czasu war-
tos¢ uzytkowa pieniadza ulega zatem zmianie, a doktadniej — staje si¢ coraz to mniejsza.

Przyktad 1. Dane sa nastgpujace oczekiwane wielkos$ci rocznych przychodéw i wydat-
kow blizej niesprecyzowanego przedsigwzigcia, czyli projektu:

Rok 2007 2008 2009 2010 2011
Przychody (w mlin. zt) — 40 50 40 20
Wydatki (w mln zt) 50 20 10 10 10

Nalezy obliczy¢ biezace wielko$ci zysku, a na ich podstawie stwierdzi¢, czy rozpatry-
wany projekt jest dopuszczalny.
Kalkulacja zyskow pienigznych jest zadaniem tatwym i przedstawia si¢ nastepujaco:

Rok 2007 2008 2009 2010 2011
Przychody (w mln zt) - 40 50 40 20
Wydatki (w mln zt) 50 10 20 20 10

W Zyski (wminz)  -50 30 30 20 10
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Mamy zatem do czynienia z saldowaniem biezacych przychodoéw oraz wydatkow. Jesli
sa to wielko$ci gotowkowe, wowczas straty i zyski mozna nazwa¢ odpowiednio odptywami
oraz doptywami gotéwki, a ogdlniej — przeptywami pienigznymi, ktore czgsto zastgpuje sie
okresleniem Cash Flow i oznacza si¢ jako CF.

Obliczone wielkosci CF,, przy czym n = 0; 1; 2; 3; 4; 5; przedstawia si¢ graficznie za
pomoca diagramu, ktory proponuje si¢ nazywac profilem projektu. W rozpatrywanym przy-
padku profilem jest wykres, ktoéry zamieszczono na rys. 1.

Zauwazmy, ze przez dwa kolejne lata mamy do czynienia z identycznymi wielko$ciami
nadwyzki pieni¢znej, rownej 30 mln (z1). Wielko$ci nominalne sa wprawdzie takie same,
lecz czy stanowia identyczna warto$¢ uzytkowa? Kazdy woli przeciez dysponowac kwota
30 mln (zl) wczesniej niz pozniej. Tak rozumiane preferencje sprawiaja, ze chociaz wielko-
$ci nominalne sa rowne, to ich wartosci uzytkowe sa odmienne. Dodajmy, ze ekonomisci
akceptuja tego rodzaju argumentacjg, a zroznicowanie w wartosciach przypisuja tzw. prefe-
rencjom zaleznym od uptywu czasu.

O ile zatem gorsza jest kwota 30 mln (zt) z roku nastgpnego? Zatézmy, ze inwestor
sktonny jest przyjac, iz kazdy rok opdznienia obniza warto$¢ uzytkowa kwoty nominalnej
o 10% wzgledem roku poprzedniego. W tym miejscu nalezy jednak uwazaé. Nie wolno
kwoty 30 mln (zl) pomnozy¢ przez 0,1, a wyniku odja¢ od 30 mln (z}). Otrzymana w ten
sposob warto$¢ uzytkowa, rowna 27 min (zt), jest niepoprawna. W obrachunku poprawnym
kwot¢ 30 mln (zt) nalezy pomnozy¢ przez (1/1.1), otrzymujac wynik 27.273 mln (zt).

Rys. 1. Profil oczekiwanych przeplywow pienieznych.

Cash Flow 30 30
w mln zt

1 rok 1 rok 1 rok 1 rok uplyw
czasu

-50

Zrédto: Opracowanie whasne.

Wielko$¢ réwna (1/1.1) nazywa si¢ wspotczynnikiem dyskontowym, a operacj¢ mnoze-
nia wspotczynnika przez kwote nominalna okresla si¢ jako dyskontowanie po czasie. Roz-
patrywane w roznych chwilach wielko$ci nominalne nalezy wigc zamieni¢ na warto$ci, kto-
re przypisuje si¢ wspolnej chwili poczatkowe;.

Przyjmujemy, ze chwila poczatkowa jest data kalendarzowa pojawienia si¢ pierwszego
wydatku pieni¢znego, czyli kwoty 50 mln (zt). Wartosci uzytkowe przeplywow pienigznych
obliczamy za$ nastepujaco:

Odstep Biezaca wartos¢ Wielokrotno$é Wartos¢ uzytkowa
wzgledem chwili nominalna wspotczynnika w chwili poczatkowej
poczatkowej (w mln zt dyskontowego (w mln zt)
1 rok 30 1/1.1)" = 0.909091 30%0.909091 = 27.273
2 lata 30 (1/1.1)* = 0.826446 30%0.826446 = 24.793
3 lata 20 (1/1.1)*=0.751315 20%0.751315 = 15.026
4 lata 10 (1/1.1)* = 0.683013 10%0.683013 = 6.830
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Zauwazmy, ze postuzono si¢ okresleniem wielokrotnosci wspotczynnika dyskontowe-
go. Oznacza to, ze w wyrazeniu (1/1.1)" wyktadnikiem jest zwykta liczba, ktdrej nie nalezy
myli¢ z uptywem czasu pomierzonym w latach. Nie wolno wigc stwierdza¢, ze np. n = 4
lata. Niestety, tego rodzaju btad jest popelniany wrgcz nagminnie, a wspotczynnikowi dys-
kontowemu przypisuje sig rol¢ pozbawiona sensu.

Rys. 2. Profil zdyskontowanych po czasie przeplywow pieni¢znych.

zdyskontowane CF 27.273  24.793
(wmln zt)

15.026
6.830

0 1 11 11T v numer
okresu

~ 50000 wspdtezynnik dyskontowy = (1/ 1,1)

Zrodto: Opracowanie whasne.

Jako efekt podkreslonej bezsensownosci mozna potraktowaé wykres, ktory zamieszczo-
no narys. 2. Przedstawiono na nim wielko$ci CF po zdyskontowaniu na tzw. chwilg obecna.
Utrzymano jednak ich rozklad w czasie — sugerujac niepoprawnie, ze taki wciaz istnieje.

Poniewaz operacja dyskontowania zostata juz wykonana, to mozna twierdzi¢, ze uptyw
czasu zostat wyeliminowany. To z kolei oznacza, ze pokazane na rys. 2 odcinki moga by¢
poréwnywane, co czynimy nastgpujaco:

wartos$¢ obecna projektu
(tzn. dotyczaca chwili, kiedy wystapit wydatek 50 mln zt)

— 50 +27.273 + 24.793 + 15.026 + 6.830 = 23.922 [w mln ( z})]

Poréwnanie dotyczy wigc sumy zdyskontowanych wptywow pienigznych netto ze znacza-
cym odptywem pieni¢znym w chwili n = 0, nazywanym zazwyczaj wydatkiem inwestycyjnym.
Nalezy przy tym podkresli¢, Ze jest to poroéwnanie statyczne. Na rys. 2 fakt ten podkreslono,
zastepujac uplyw czasu numerami poszczegolnych okreséw. Niefortunne jest jednak to, ze
nadal obserwujemy oddalone od siebie odcinki, gdy tymczasem takie odstepy juz nie istnieja.

Otrzymany wynik okresla si¢ jako warto$¢ obecna netto projektu lub tez uzywa sig
oznaczenia NPV (Net Present Value). Poniewaz mamy do czynienia z wielko$cia dodatnia,
gdyz NPV = 23.922 [mln (z1)], to przyjmuje sig, ze rozpatrywany projekt jest dopuszczalny.

*kk

Z tresci Przyktadu 1 wynika, ze procedura oceny projektu jest nieskomplikowana i
sktada si¢ z czterech nastgpujacych etapow:
e opracowania prognoz przychodow i wydatkéw, ktére po wysaldowaniu definiuja
oczekiwane wielkosci przeptywow pienigznych,
e zdyskontowania przeplywow pieni¢znych na wybrana chwilg obecna,
e zsumowania wszystkich wielko$ci zdyskontowanych,
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e zaakceptowania projektu, jesli suma wydatku inwestycyjnego oraz wielkos$ci zdys-

kontowanych jest dodatnia.

Prostota jest jednak zludna, gdyz w wymienionych etapach kryja si¢ liczne problemy.
Jednoczesnie wydaje sig, ze problemem kluczowym jest uzasadnienie operacji dyskontowa-
nia po czasie. Do dzisiaj bowiem nie sformutowano zadowalajacych odpowiedzi na takie
pytania, jak:

e dlaczego nalezy dyskontowac?

e na czym polega anihilacja uptywu czasu?

e czy proces dyskontowania mozna zobrazowac¢ graficznie, a jesli tak — to dlaczego

stroni si¢ od wizualizacji?

Wydaje sig, ze sensowna odpowiedz na pytanie ostatnie powinna rozstrzygna¢ pozosta-
fe. Dalsza cze$¢ opracowania postanowiono wigc poswigci¢ zagadnieniom wizualizacji.
Przekonamy sig, ze rozwazania doprowadza do waznego odkrycia z poczatkéw Renesansu,
a mianowicie do perspektywy. Dowiemy si¢ rowniez, ze wspotczesnie prezentowane ilu-
stracje sa albo bezuzytecznymi schematami, albo tez wykresami obciazonymi btedami.

Wspolczesne ilustracje procesu dyskontowania

Zastanawiajace jest to, ze opisy procesu dyskontowania ograniczaja si¢ zazwyczaj do
uje¢ algebraicznych. Zdarza si¢ jednak, ze sa uzupelniane wykresami, a dwie najczesciej
spotykane wersje przedstawiono na rys. 3. Dodajmy, ze w obu wypadkach nawigzano do
Przyktadu 1. Tlustruja zatem dyskontowanie rozpatrywanych, biezacych wielkos$ci przepty-
wOw pienigznych.

Zauwazmy, ze na rys. 3a) mamy do czynienia jedynie ze schematem. Relacje migdzy
wielkosciami nominalnymi a wielkosciami zdyskontowanymi przedstawiono bowiem
w sposob symboliczny. Jesli tak, to nie wiadomo, dlaczego zostaty pominigte odcinki pio-
nowe, obrazujace wielko$ci nominalne. Mozna tez zapytac o to, ku czemu prowadza zazna-
czone strzatki, oraz dlaczego sa rownolegte z tzw. osia czasu.

Przejdzmy wobec tego do rys. 3b). Widzimy, ze dwa pierwsze zastrzezenia zostaty wy-
eliminowane. Uwzgledniono wigc odcinki pionowe, a strzatki prowadza do osi pionowej,
ktora nazwano linia projekcji — WZ. Mamy zatem do czynienia z rzutowaniem, a efektem
projekcji sa punkty zaznaczone kolorem czarnym.

Rys. 3. Dwie wersje ilustrowania operacji dyskontowania po czasie.

linia

warto$ci warto$c warto$ci obecne roickcii warto$ci nominalne
zdyskontowane nominalne (w mln zt) projexe (w mln.zt)
(w mln z1) w 30 30
27.273 ~-— 27.273
24793 & 24.793
15.026 - | 15.026 @
6.830 =t T 1
-50.000 30 30 20 10 6.830
o 1 2 T4y
wartos¢ T
obecna 23.922 min (z})
projektu
wspotczynnik dyskontowy = (1/1.1) wspdtezynnik dyskontowy = (1/1.1)
-50.000
a) — 1z b)

warto$¢ obecna

projektu 23.922 mln ()

Zrodto: Z. Bodie; R.C. Merton, [2] oraz opracowanie whasne.
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Odwotanie si¢ do okreslenia projekcji nie jest przypadkowe. ,,Obiektami” realnymi sa
dhugosci zamieszczonych odcinkdéw. Wystgpuja tez ,,obrazy”, ktérymi powinny by¢ rowniez
odcinki, lecz dla przejrzystosci ograniczono si¢ do przedstawienia ich koncéw, zaznaczo-
nych za pomoca punktow.

Wykres z rys. 3b) sugeruje, ze dyskontowanie powinno by¢ kojarzone z projekcja, a jej
efektem jest obraz punktow rozmieszczonych wzdtuz linii projekcji — WZ. Tym samym ujaw-
nia si¢ interesujacy zwiazek projektu z projekcja. Mozna tez twierdzi¢, ze projektem nie jest
prezentowany wczesniej profil przeptywow pienigznych, lecz ,,obraz” — czyli efekt rzutowania.

Omawiany wykres trudno jest jednak uzna¢ za zadowalajacy, gdyz nie wiadomo, dla-
czego poczatki strzatek nie pokrywaja si¢ z konicami odcinkéw pionowych. Proba odpowie-
dzi ujawnia skrywany dylemat. Jesli strzatki maja by¢ rownolegle z osia czasu, to ,,obrazy”
dlugos$ci odcinkéw musza by¢ identyczne z oryginalami. To jednak zaprzecza wartosciom
pieni¢znym, zaleznym od uptywu czasu. Wniosek jest wigc oczywisty — pokazany na rys.
4b) wykres jest sprzeczny, a zatem i nierealny.

Konieczna modyfikacja wykresu jest latwa i oczywista. Wystarczy wyeliminowa¢ na-
rzucong réwnoleglos¢ strzatek. Czyniac tak, otrzymujemy wersj¢ nowa, ktora przedstawio-
no na rys. 4a). Widzimy, ze strzatki juz nie sa prostopadte do linii projekcji — WZ. Co wig-
cej, kazda z nich jest skierowana pod odmiennym katem.

Rys. 4. Dwie wersje projekcji nieortogonalnej: liniowa oraz nieliniowa.

linia b linia
a . ..
) projekceji ) projekcji
W o300 30 W30 30
27.273 ¢ 27273 ¢
24.793 @ 20 24793 @ 20
15.026 @ 10 15.026 @ 10
6.830 @ I 6.830 @ I
| | - T —
0 1 2 3 4 n 0 1 2 3 4 n
wspotezynnik dyskontowy = (1/1.1) wspdtezynnik dyskontowy = (1/1.1)
-50.000 -50.000
z warto$é S / warto$é
obecna obecna
23.922 min (zh) projektu 23.922 min (z) projektu

Zréodto: Opracowanie whasne.

Oczywiscie, nadal mamy do czynienia z rzutowaniem, lecz teraz sa to rzuty nieortogo-
nalne. Tego za$ unika si¢, gdy ,,obrazy” powinny by¢ przeznaczone nie tylko do ogladania,
lecz przede wszystkim do wykonywania pomiarow. Oba postulaty sa jednak nie do pogo-
dzenia ze soba. To, co obserwuje cztowiek, zazwyczaj nie pokrywa si¢ z realiami. Najlep-
szym przyktadem sa tory kolejowe. W rzeczywistosci sa wprawdzie rownolegte, lecz po-
strzega si¢ jako zbiezne.

Okazuje sig, ze ten sam efekt pojawia si¢ na zdjgciach fotograficznych. Podkreslona
rozbiezno$¢ nie dotyczy zatem ulomnos$ci cztowieka. Problem tkwi w tym, ze jesli na dwu-
wymiarowej powierzchni musi by¢ pokazany trzeci wymiar, to wtedy obraz nie moze by¢
identyczny z trojwymiarowym obiektem realnym.

Obrazy obiektow przestrzennych musza by¢ zdeformowane. To samo dotyczy omawia-
nych wykresow. Uwzgledniana na nich linia projekcji jest przeciez jednowymiarowa. ,,Ob-
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razy” sa rowniez jednowymiarowe. Oryginalny profil projektu przedstawiono za§ w dwoch
wymiarach. Jeden dotyczy wysokos$ci odcinkdw, a drugi zarezerwowano dla uptywu czasu.

Na ,,obrazach” uptywu czasu nie mozna wprawdzie juz pomiesci¢, lecz efekty moga
1 powinny by¢ odzwierciedlone. Wtasnie dlatego ten sam odcinek o wartosci 30 min (zt)
powinien by¢ na ,,obrazie” dtuzszy, gdyz wystepuje wczesniej od drugiego. Z faktem tym
nietatwo godza si¢ matematycy oraz inzynierowie, unikaja wigc rzutéw nieprostopadtych.
Preferuja natomiast projekcje, ktora przez matematykow jest nazywana ortogonalna, a inzy-
nierowie uzywaja okreslenia projekcji planimetrycznej.

Na zakonczenie tej czg$ci rozwazan zauwazmy, ze zamieszczone na rys. 4a) wielkosci
zdyskontowane zaznaczono kursywq. W ten sposob podkreslono, ze ilustracja nie jest cal-
kowicie poprawna, a niezgodnos¢ dotyczy uwzglednionego rachunku dyskontowego.

Przedstawione na rys. 4a) wielko$ci pochodza z Przyktadu 1, gdzie zastosowano rachu-
nek sktadany. Widzimy jednoczesnie, ze zamieszczone strzatki przebiegaja wzdtuz linii
prostych. To za$§ oznacza, ze w miejsce rachunku sktadanego powinien by¢ uwzgledniony
dyskontowy rachunek prosty.

Istniejaca sprzecznos¢ wyeliminowano na rys. 4b). Stato si¢ tak po zastapieniu strzatek
»prostych” strzatkami ,,zakrzywionymi”. Mamy wi¢c do czynienia z projekcja nieliniowa.
Odmienno$¢ wykresow sugeruje, ze kazdy z nich powinien by¢ omawiany osobno. Mimo to
okaze sig, ze istnieje ,,element” wspolny, ktorego dotad nie brano pod uwagg. Oba wykresy
sa zatem niekompletne, a brakujacym ,.elementem” jest perspektywa.

Dyskontowanie proste oraz perspektywa liniowa

Powracamy do wykresu z rys. 4a), gdyz trzeba zen wyeliminowac btedne wielkosci, ktore
zaznaczono kursywq. Nalezy tez ustali¢ to, z jakiego rodzaju projekcja mamy do czynienia,
stwierdzenie, iz jest to projekcja nieortogonalna, uznajemy bowiem za niewystarczajace.

Przyktad 2. Na podstawie danych z Przyktadu 1 trzeba ponownie obliczy¢ wszystkie wiel-
kosci zdyskontowane, ale w sposob zgodny z uwzgledniona na rys. 4a) projekcja liniowa. Za-
ktadamy ponownie, ze kazdy rok opoznienia obniza warto$¢ uzytkowa kwoty nominalnej
0 10%. Przyjmujemy zatem, ze mamy do czynienia z odsetkowa stopa roczna rowna 10%.

Wbrew obawom zadanie nie jest trudne do rozwiazania. Trzeba jedynie przypomnieé¢
sobie o wlasno$ciach trojkatéw podobnych i1 wynikajacych stad proporcjach. Zaleca si¢ tez
sporzadzenie odpowiedniego wykresu, ktéry przedstawiono na rys. 5.

Konstrukcj¢ wykresu rozpoczynamy od narysowania osi czasu. Umieszczamy na niej
punkt P, definiujacy chwile poczatkowa. Nastepnie zaznaczamy konce przysztych okreséw
rocznych, n = 1; 2; 3; 4. Nalezy tez okresli¢ lokalizacj¢ punktu O. Z tresci zadania wynika,
ze warto$¢ uzytkowa dowolnej kwoty nominalnej zaniknie po 10 latach. Polozenie punktu O
jest wigc znane i odpowiada m = 10. Na wykres nanosimy odcinki symbolizujace przyszte
warto$ci nominalne. Ich konce taczymy liniami prostymi z punktem O. Pomijamy przy tym
odcinek przypisany chwili poczatkowej, gdyz ten jest potozony na linii projekc;ji.

Operacj¢ rzutowania liniowego mozna w zasadzie uznaé za zakonczona. Na linii pro-
jekeji — WZ znajduja si¢ obrazy odcinkow nominalnych, a ich konce zaznaczono punktami
koloru szarego. Zauwazmy, ze obrazy odcinkéw nominalnych nazwano warto$ciami obec-
nymi z dyskontem prostym. Dodajmy, Ze tym razem wynikéw nie zapisano kursywa. To z
kolei oznacza, ze sa zgodne z uwzgledniona projekcja liniowa.
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Rys. 5. Ocena profilu oparta na liniowej projekcji perspektywicznej.

wartosci obecne linia nominalne wartosci
z dyskontem prostym projekcji  biezace (w min.zt)
(w mln zt)
W 30 30
27273 B A
25.000 20
Punkt
obserwacyjny 15.385 10
7.143
O P IR I
T T T T T T T T 1 | B
m 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 1 2 3 4 n
fokus
wspotczynnik =10%
dyskonta prostego
—50.000 50
W'fll’t(?SC obecna projektu — 24.801 mln (zD)
wynikajaca z dyskonta prostego 7

Zrodho: Opracowanie whasne.

Odczytanie poprawnych wynikéw z rys. 5 jest wprawdzie mozliwe, lecz moga by¢ nie-
doktadne. Odwotajmy si¢ wobec tego do prostych rachunkéw wynikajacych z trojkatow
podobnych. Uwzgledniamy np. dwa trojkaty: AOPB oraz AORA. Poniewaz sa to trojkaty
podobne, wigc:

AR _BP | . AR _BP OP

H =— = BP=ARx———
OR OP OP+PR OP OP + PR

Z rys. 5 wynika, ze OP = 10 (/at) oraz OP+PR = 11 (/at). Oznacza to, ze OP/(OP+PR) =
0.9091, a wobec tego BP = ARx0.9091 =30%0.9091 = 27.273 [mln(z})].

Sprobujmy postapi¢ jednak tak, aby uwzgledni¢ wszystkie pary trojkatow podobnych.
Czynimy to nastgpujaco:

2(1)=2(1)XL —30x—1  _30x0.9091 =27.273 [mln (2))];
OP +1x PR 10+1x1

~ oP 10

2(2)=Z(2)x ——————=30x —————=30x0.8333=25.000 [mln (z/)];
OP +2x PR 10+2x1

~ oP 10

Z(3)=Z(3)x ———————=20x————=20x0.7692 =15.385 [mln (z/)];
OP +3xPR 10+3x1

~ OP 10

Z#)=Z(4)x ——————=10x———=10x0.7143 = 7.143 [mln (z/)];
OP +4x PR 10+4x1

przy czym Z(n) oznacza przyszta wielko$é nominalna, a Z(n) definiuje odpowiednia war-
to$¢ zdyskontowana. Dodajmy, ze chodzi tutaj o rachunek dyskontowy prosty, ktérego nie
nalezy myli¢ z dyskontowym rachunkiem sktadanym. Zauwazmy jednocze$nie, ze PR = 1
(rok) potraktowano jako roczny okres podstawowy, a zatem n = 1; 2; 3; 4 nie oznacza czasu
wyrazonego w latach, lecz jest wielokrotnoscia okresu podstawowego.

*kk

Za pomoca Przyktadu 2 pokazano, w jaki sposob mozna obliczy¢ wielkosci zdyskontowa-
ne, postugujac si¢ rachunkiem procentowym prostym. Wykazano jednocze$nie, ze odpowiedni-

WWwWWwW.e-finamnse.com



éFinanse

finansowy kwartalnik internetowy

kiem graficznym tego rodzaju rachunku jest liniowa projekcja perspektywiczna. Stato si¢ tak po
uwzglednieniu czgsci wykresu wystepujacej na lewo od strony linii projekcji.

O istnieniu projekcji $wiadczy to, ze zaznaczone kolorem szarym punkty sa obrazami
punktow koloru czarnego. Liniowos¢ projekeji wynika z ksztattu linii przechodzacych przez
punkty. Jesli za§ chodzi o perspektywe, to wspomniane linie musza by¢ zbiezne, a punkt
zbieznosci (O) nazywa si¢ miejscem obserwacji. Te z kolei jest powiazane z wielko$cig m,
czyli z fokusem.

Dodajmy, ze okreslenie fokusa zapozyczono od tworcy rachunku rézniczkowego, Pier-
re’a de Fermat (1601-1665). Co ciekawe, Fermat pojgcie pochodnej rowniez wyprowadzit z
trojkatow podobnych oraz z proporcji, a postgpowanie bylo zdumiewajaco podobne do per-
spektywy liniowe;.

Wydaje sig, ze wykresu z rys. 5 nie brano dotad pod uwagg. Dotyczy to w szczegodlnosci
tej czesci, gdzie wystepuje punkt O. Uwzgledniano wigc jedynie przysztos¢ oraz zlokalizo-
wang w chwili obecnej lini¢ projekcji. Tymczasem okazuje sig, ze przeszto$¢ ma istotna rolg
do spelnienia. Widzimy, ze to wlasnie w tym okresie musi doj$¢ do zetknigcia sig linii pro-
stych w jednym punkcie. W przeciwnym wypadku zlokalizowany na linii projekcji obraz
bedzie nierealny. Otrzymujemy wigc doskonate i sprawdzone narze¢dzie do weryfikacji, kto-
rego tak bardzo dotad brakowato.

Zamiast przypadku trudniejszego — przyklady

Przypadek dyskontowania sktadanego jest wprawdzie wazniejszy, lecz przysparza znacznie
wigcej trudnosci. Wiasnie dlatego na rys. 6 ograniczono si¢ do ujecia hipotetycznego, w ktdérym
brakuje informacji o wielkosci fokusa, a wobec tego réwniez o lokalizacji punktu O. Podsta-
wowa zasada perspektywy musi by¢ jednak zachowana. Zakrzywione linie projekcji musza by¢
zbiezne do wspdlnego punktu O. Wydaje si¢ jednoczesnie, ze nadal mozna odwolywac si¢ do
proporcji, lecz w spos6éb odmienny niz w wypadku dyskonta prostego.

Rys. 6. Nieliniowa projekcja perspektywiczna w ujeciu hipotetycznym.

wartosci obecne linia nominalne warto$ci
z dyskontem skladanym projekcji  biezace (w min zt)
(w mln zt)

27273
24.793

Punkt . 15026
obserwacyjny 6.830

fokus
wspotczynnik

— 0,
dyskonta skladanego 10%

—50.000

warto$¢ obecna projektu
wynikajaca z dyskonta skladanego

= 23.922 min (zh 7

Zrodho: Opracowanie whasne.

Postanowiono poprzesta¢ na sformutowanej hipotezie. W zamian przekonajmy sig, ze
wspomniana wielokrotnie linia projekcji rzeczywiscie dotyczy rzutowania, a zaznaczone na
niej punkty sa obrazami. W tym celu popatrzmy na ilustracj¢ opracowana przez wybitnego
matematyka, Brooka Taylora (1685-1731), ktéra zamieszczono na rys. 7.
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Rys. 7. Zasady perspektywy liniowej.

Zrédto: K. Andersen, [1].

Obiektem tréjwymiarowym jest duze, foremne pudlo. Widzimy, Ze jest obserwowane
przez otwor w desce, ktory powinien by¢ przykryty przezroczystym materiatem. Deska
wraz z otworem pelni rol¢ ptaszczyzny projekcji, oznaczona jako UWZ. Widziana z boku,
staje si¢ za$ linig projekcji — WZ. Tym samym, domys$lamy sig, Ze prezentowane wczesniej
wykresy mozna zinterpretowac jako widoki z boku omawiane;j ilustracji.

Przejdzmy jednak do zagadnienia wazniejszego, a mianowicie do roznic migdzy obiek-
tem realnym i obrazem. W obiekcie realnym wszystkie krawgdzie przeciwlegle sa identycz-
ne co do dlugosci oraz sa rownolegte. Na obrazie jest natomiast inaczej. Obraz rdzni sig
wigc od obiektu, lecz przeciez to obraz jest postrzegany, a nie foremne pudlo. To z kolei
oznacza, ze mamy do czynienia z paradoksem. Zdeformowane na obrazie pudio rozpozna-
jemy tatwiej i lepiej niz w wypadku braku znieksztalcen. Musi by¢ jednak spetniony waru-
nek proporcjonalnosci wszelkich zmian.

Przedstawiona na rys. 7 ilustracja obrazuje liniowa perspektywe jednopunktowa, mamy
bowiem do czynienia tylko z jednym punktem zbieznosci. Przypadki perspektyw: jedno-;
dwu-; oraz trzypunktowej zamieszczono na rys. 8. Widzimy, ze okre§lenia zaleza od liczby
punktoéw zbiezno$ci, wszgdzie jednak rzutowanie przebiega wzdhuz linii prostych 1 dlatego
moéwi si¢ o perspektywie liniowe;.

Rys. 8. Trzy rodzaje perspektywy liniowej.

Perspektywa
jednopunktowa

Perspektywa I
dwupunktowa 2 %
YT L
L e o Perspektywa
L trzypunktowa

Zrédto: H. Zell, [6].
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Wykazano, ze dyskontowanie proste jest zgodne z perspektywa liniowa, nie wnikano
jednak glebiej, by ustali¢ konkretny jej rodzaj. Bylo to niemozliwe z powodu ograniczenia
rozwazan do widokow z boku. Mozna wigc jedynie przypuszczac, ze kazdy z trzech rodza-
jOw nie jest sprzeczny i tylko w odmiennej formie ilustruje efekty dyskontowania prostego.

Jak juz wspomniano, przypadek dyskontowania sktadanego jest trudniejszy. Sformutowano
hipotezg, iz powinien by¢ powiazany z perspektywa nieliniowa. Okazuje sig, ze z kategorii nie-
liniowych znane sa perspektywy: cztero- pigcio- oraz szesciupunktowe. Nie wydaje si¢ przy
tym, by podlegaly tym samym regutom jak w wypadku perspektywy liniowej. Nie mozna zatem
twierdzi¢, ze rachunek skladany jest zgodny z wszystkimi kategoriami. Nie mozna tez przy-
puszczad, ze rachunkowi sktadanemu odpowiada np. perspektywa czteropunktowa.

Wymienione kategorie perspektywy nieliniowej sa wprawdzie znane, lecz wiedza jest
mocno ograniczona. Tym bardziej interesujace jest to, ze mozna przytoczy¢ przyktady obra-
z6w namalowanych przez amerykanskiego artystg, Dicka Termesa. Termes jest tez autorem
ilustracji, ktore zamieszczono na rys. 9. W wierszu pierwszym przedstawiono trzy rodzaje
perspektywy liniowej z uwzglednieniem tzw. siatki perspektywicznej, w wierszu drugim
mamy za$ mozliwo$¢ poznania trzech pozostatych kategorii perspektywy. Widzimy jedno-
czesnie, ze mamy do czynienia z siatkami nieliniowymi. Dotyczy to perspektyw: cztero-
oraz pigciopunktowej. Przypadek ostatni jest najbardziej zagadkowy. Uwzgledniony obraz
przypomina widoki widziane przez wizjer. Termes siatki jednak nie zamiescil. Mozna jedy-
nie si¢ domysla¢, ze nie jest to zadanie fatwe.

Rys. 9. Od perspektywy jednopunktowej do perspektywy szeSciopunktowej.

|'-—|.'_-_ I T f:\ -. =T T T :--_:.:__.I f » T T '."'=‘_—=1:_‘ —

[y

Perspektywa czteropunkto

(o -T" : 1'._"','
WASE

Perspektywa ézes’ciopunktowa

wa

Zrodto: D. Termes, [5].

Jak juz podkreslono, od perspektywy oczekuje sig, ze pozwoli na lepsza niz dotychczas
weryfikacje projektow. Dwa kolejne przyktady w sposob pogladowy objasniaja, na czym
konkretnie ma polega¢ kontrola. Domyslamy sig, ze chodzi o wykrywanie projektéw niere-
alnych. Nierealno$¢ moze by¢ jednak rozumiana rozmaicie.

Przyktad 3. Pewnej firmie zlecono do$¢ awangardowy projekt potaczenia pianina z bar-
kiem. Postepujac zgodnie z zasadami, inzynier sporzadzil plik plandow szczegotowych,
w tym réwniez widoki: z przodu, z boku oraz z gory. Pomyslal tez o widoku ogolnym, lecz
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przy rysowaniu opartym na planach niezbyt starannie dbal o reguty perspektywy. Gdy po-
jawit si¢ obraz przedstawiony na rys. 9b), to zdumial si¢ niepomiernie. Na podstawie obra-
zOw planimetrycznych, zamieszczonych na rys. 9a), inzynier otrzymat obraz niemozliwy.

Rys. 9. Niemozliwy do wykonania mebel — G. Sarcono, 1995r.

a) Ujecia planimetryczne

Widok z przodu Widok z gory Widok z boku

_a

695, G. Sarcone

\"/Mb)lj jecie perspektywiczne

Zrodto: Opracowanie wlasne oraz Ilusiones Opticas, [4].

Wydaje sig, ze przyczyna nierealnosci obrazu tkwi w btednym narysowaniu krawedzi
pianina. Po chwili powinni$my jednak doj$¢ do wniosku, ze caty mebel jest dziwacznie ,,po-
krgcony”. Oznacza to, ze zle potaczono ze soba opracowane plany mebla. Przyczyna niedo-
puszczalnosci tkwi zatem w planach projektu, ktore sa niezgodne.

*kk

Za pomoca Przyktadu 3 pokazano, ze od obrazu perspektywicznego oczekuje si¢ moz-
liwosci wykrycia nieprawidlowosci lub wrecz absurdow. Na podstawie prostych proporcji
mozna tez odkry¢ zwykte oszustwa. Po ich nie§wiadomym zaakceptowaniu oraz po przyje-
ciu projektu do realizacji moze to jednak prowadzi¢ do powaznych nastgpstw.

Przyktad 4. Na rys. 10a) zamieszczono obraz-karykaturg, namalowany przez Honoré
Daumier (1808-1879). Pierwsze wrazenie w odbiorze obrazu nie budzi zastrzezen, aczkol-
wiek moze zastanawia¢ zdziwienie sawantki, czyli bohaterki scenerii. Bardziej wnikliwi
powinni jednak dostrzec, ze wielko§¢ Ksigzyca jest nieproporcjonalnie duza wzgledem ko-
biety czy tez otwartego okna. Wiasnie dlatego mamy do czynienia z karykatura, czyli z ob-
razem zdeformowanym.
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Ryec. 10. Honoré Daumier — karykatura pt. ,,Sawantka”.

=

Rys. 10a): obraz oryginalny. Rys. 10b): obraz po korekcie.

Zrédto: H. Daumier, [3].

Obraz pozbawiony deformacji pokazano na rys. 10b), gdzie wielko$¢ Ksigzyca zostata
dopasowana do scenerii. Okazuje sig, ze nie jest to zadanie trudne, a konieczna wiedza
ogranicza si¢ do wlasnosci trojkata prostokatnego oraz do prostej proporcjonalnosci.

Wiadomo, ze odleglos$¢ od Ziemi do Ksigzyca nie ulega wigkszej zmianie. Kat widzenia
Ksiezyca z Ziemi jest zatem staty i wynosi 0.5°.

Zatozmy, ze szeroko$¢ okna wynosi 1.4 metra. Tymczasowo przyjmujemy, ze uwzgled-
niona na obrazie oryginalnym wielko$¢ Ksigzyca jest poprawna. Jesli tak, to malarz nie
mogt przebywaé w pomieszczeniu, by stworzy¢ obraz widzianej scenerii. Powod jest prosty
— odleglo$¢ malarza wzgledem okna musiataby wynosi¢ az 40 metrow. Mowa jest zatem o
duzej hali, a nie o pomieszczeniu.

Rys. 11. Ustalanie odleglo$ci migdzy malarzem a oknem.

n = 4 — zaobserwowana na obrazie
wielokrotnos$¢ §rednicy
Ksigzyca wzgledem
szeroko$ci okna

nX D — szeroko$¢ okna (1.4 m)

-

D — érednica Ksigzyca na obrazie

d — odlegtos¢ migdzy malarzem a oknem

Zrodho: Opracowanie whasne.

Podana odleglto$¢ obliczono na podstawie wykresu zamieszczonego na rys. 11. Przyjeto
na nim, ze punkt O oznacza lokalizacj¢ malarza. Wielko$¢ d jest odleglo$cia malarza wzgle-
dem okna. Katem widzenia Ksigzyca jest za$ wielkos¢ o = 0.5".

ONaj%)ierw nalezy ustali¢ kat widzenia okna. Poniewaz n = 4 (razy), wigc: n x o = 4 X
0.5"=2"

Korzystajac z definicji tangensa kata, poszukiwana wielko$¢ obliczono nastgpujaco:

d=(nx D)/tg(n x o) =[ 1.4 (m)])/tg( 2° ) = [1.4 (m)]/0.0349 ~ 40 (m).
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Tym samym przekonujemy sig¢, ze do wykrycia oszustwa wystarczaja proste ,,srodki”.
Zalézmy teraz, ze wielko$¢ srednicy Ksigzyca na obrazie oryginalnym jest nieprawdzi-
wa. Zamiast 40 metrow przyjmujemy, ze malarz stat od okna w odlegtosci 5 metrow. W tym
wypadku tangens kata widzenia wynosi:
1.4(m)
5(m)

=0.15.

tg(nxa) =

Stad z kolei wynika, ze n x a. = 15.4.

Niewiadoma jest wielko$¢ n. Poniewaz a = 0.5°, wiec n = 30 (razy). Oznacza to, Ze na
obrazie $rednica Ksigzyca powinna by¢ 30 razy mniejsza od szeroko$ci okna. Taka tez
wielkos$¢ Ksigzyca uwzgledniono na rys. 10b) i chyba kazdy przyzna, ze jest to obraz mniej
romantyczny.

*kk

Uwzgledniony w Przyktadzie 4 wykres mozna uznaé jako standardowe narzedzie do
wykrywania osobliwosci na obrazach. Zauwazmy, ze tym razem cata uwaga skupila si¢ na
czgsci wystepujace]j po stronie lewej wzgledem odcinka pionowego. Oczywiscie, zamiesz-
czony na rys. 11 odcinek moze by¢ bez obaw nazwany linig projekcji. Czg$¢ po stronie
przeciwnej nie byta za$ potrzebna. JakZesz inaczej postgpuje si¢ przy ocenach profilow
przeptywow pieni¢znych. Czyz wobec tego mozna dziwi¢ sig, ze do realizacji sa dopusz-
czane projekty, ktorych efekty mijaja si¢ z oczekiwaniami?

Przypusémy, ze bohaterka na obrazie jest niezwykle bogata Pani J. Zafascynowana wi-
zja duzego Ksigzyca wystata w kosmos kilka rakiet, by te przesungty Ksigzyc blizej Ziemi.
Z technicznego punktu widzenia jest to mozliwe, a realno$¢ przedsigwzigcia zapewnia bo-
gactwo Pani J. Otoz problem tkwi w tym, ze widokiem z rys. 10a) Pani J. nie nacieszy si¢
zbyt dtugo. Tak blisko zlokalizowany Ksigzyc oznacza, ze na Ziemi musi dojs¢ do katakli-
zmu. Jesli tak, to scenariusz na obrazie nalezy zinterpretowac jako memento mori.

Zakonczenie

Niniejszym opracowaniem postanowiono przetamaé obserwowang nieche¢¢ do korzysta-
nia z osiagni¢¢ malarstwa, grafiki oraz z technik wizualizacji. Wykazano wigc najpierw, ze
dyskontowanie moze 1 powinno by¢ utozsamiane z projekcja perspektywiczna. Jesli nie, to
nadal beda pojawiac si¢ problemy braku kontroli nad projektami, a wycena instrumentow
finansowych bedzie co najmniej kontrowersyjna. Weryfikacja jest zatem niezbgdna. Projek-
cja perspektywiczna jest za$ narzedziem nie tylko uzytecznym, lecz rowniez i atrakcyjnym.

Niestety, wazniejszy przypadek dyskontowania sktadanego jest trudniejszy do opano-
wania, To jednak nie oznacza, ze mozna zrezygnowac z dazenia do wykazania, iz relacja z
perspektywa réwniez istnieje. Takie nastawienie prowadzi bowiem do dominacji rozwazan
abstrakcyjnych nad wizualizacja. Wydaje sig, ze stan taki osiagnat juz poziom krytyczny.
Swiadcza o tym trudno$ci w natrafieniu na przyklady ilustrujace wykorzystanie perspekty-
wy w ekonomii oraz w finansach.
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